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 چکیده
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Abstract 

Vehicle routing problems are a category of complex mathematical problems in the field of 
transportation and supply chain management, and a wide variety of these problems have been 
introduced. One category within this field involves the collaboration of two different types of fleets 
in a network, where in many cases, one of the fleets must patrol the graph as a support fleet and is 
not subject to the same constraints as the other fleet, such as only visiting a vertex or an edge once. 
Examples include refueling fleets or trucks providing services to drones, where these fleets patrol 
the network so that the other fleet can use their services as needed. 

In this paper, the problem of the free movement of such fleets on a graph is examined as a free 
patrol problem, which can be used as a sub-problem in the modeling and solving of many routing 
problems. To this end, the problem is modeled as a mixed-integer linear programming (MILP) 
problem in both discrete and continuous time spaces. Generally, it is expected that the model in 
continuous time space will exhibit lower computational complexity, but since modeling in 
continuous time requires changes to the graph, leading to an increase in the number of vertices and 
edges, its behavior needs to be more thoroughly investigated. On the other hand, another challenge 
in analyzing this problem is that the objective of the free patrol sub-problem depends on the main 
problem, as without the main problem, the free patrol problem may lose its objective, with a fleet 
patrolling the graph within a designated time. Therefore, to decouple and make the free patrol 
independent of the main problem, five different objective functions have been introduced for each 
model, covering a wider range of comparisons, leading to ten models in total. Subsequently, all 
ten models were solved exactly using randomly generated data for ten different graphs. Finally, 
the behavior of the models was evaluated and compared from various perspectives. The numerical 
results demonstrate the superior performance of continuous time model over the discrete time 
model. 

Keywords:  Vehicle Routing Problem, Free Patrolling, Mixed Integer Linear Programming, 
Continues-time mathematical models, Discrete-time mathematical models. 
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 مقدمه .1
مسئله مسیریابی وسایل نقلیه، معمولاً جزو مسائل پیچیده براي 

وهشگران . پژشودیمحل در شاخه تحقیق در عملیات شناخته 
ي متنوعی از این دسته مسائل را معرفی کرده هاشاخهتا کنون 

ي حل هاروشي گوناگونی سعی در ارائه هاتمیالگورو با 
ل . یکی از این مسائاندداشتهمتفاوتی را براي این گونه مسائل 

معرفی شده، مسئله  ]1[که به تازگی توسط منشادیان و همکاران
مسیریابی وسیله نقلیه گشت آزاد است که به منظور همکاري 
پهپادها و وسایل نقلیه براي ضدعفونی کردن مناطق شهري در 

 ر موارديد آزادگشت  مسئله شرایط بحران تعریف شده است.
که دو ناوگان با کاربري متفاوت در مسئله وجود داشته باشد 
مانند ناوگان هایی که به منظور پشتیبانی ناوگان دیگر در شبکه 

در مسئله اي کاربردي محسوب می شود. حرکت می کنند، 
صورتی که یک ناوگان به عنوان خدمت دهنده عمل کند، مدل 

بور عتعداد دفعات ایی مانند سازي مسئله معمولاً با محدودیت ه
آن ناوگان حداکثر یک بار از یک رأس یا یال مواجه است، اما 

که با هدف خدمت رسانی به ناوگان اولی فعالیت ناوگان دیگر 
می کند، می تواند در گراف به صورت آزادانه گشت بزند. در 

تواند نویسندگان فرض کرده اند که یک وسیله نقلیه می نتیجه،
آزادانه در منطقه شهري حرکت کند و محدودیت براي تعداد 
دفعات ملاقات یک یال و یا یک رأس وجود ندارد. در نتیجه 

تواند به تعداد دلخواه یک رأس را ملاقات یک وسیله نقلیه می
ف کند. این کرده و همچنین به مقدار دلخواه در آن رأس توق

 که یک وسیله نقلیه گشت دهدمیفرض این امکان را به مسئله 
آزاد را در یک گراف تجربه کند و باعث می شود بسیاري از 

ونقل مانند محدودیت در سایر مسائل حمل هايمحدودیت
ملاقات یک رأس، محدودیت در توقف یک رأس و یا محدودیت 

اند توین مسئله میدر ملاقات یک یال در نظر گرفته نشود. ا
کمکی براي بسیاري از مسائل مسیریابی  رمسئلهیزیک 

مخصوصاً مسائل مسیریابی با درنظرگیري هماهنگی بین 
این زیرمسئله، می تواند به صورت مجزا مدل وسایل نقلیه باشد. 

سازي ریاضی گردد و در مسائل مشابه استفاده شود. اما بسته 
ممکن است به صورت  کهبه نحوه مدل سازي مسئله اصلی 

زمان گسسته و یا زمان پیوسته باشد، مدل گشت آزاد می تواند 
به همین دلیل در این رفتارهاي متفاوتی از خود نشان دهد. 

مقاله سعی می شود براي هر دو حالت مدل ریاضی مجزا ارائه 

گردد. در مدل ریاضی زمان گسسته، نیازي به تغییر گراف اولیه 
عملیات در تعداد محدودیت ها و متغیرهاي  و زمان پایان نیست

، اما در مدل زمان مسئله به صورت مستقیم تأثیر گذار است
پیوسته، در گراف اولیه باید تغییراتی روي دهد و تعدادي یال 

و زمان پایان عملیات در تعداد  و رأس به آن گراف اضافه گردد
 متغیرها و محدودیت هاي مسئله به صورت غیرمستقیم و با

 علاوه بر تعداد. تأثیرگذار استافزایش تعداد یال و رأس گراف 
محدودیت ها و متغیرها، عوامل دیگري نظیر تابع هدف مسئله 
و زیرمسئله هاي دیگر موجود در مسئله اصلی نیز در زمان و 

مدل هاي ارائه سرعت حل تأثیرگذار باشند. به همین دلیل 
شده، با توابع هدف و نمونه هاي مختلفی باید تست گردند که 

  بتوانند از لحاظ عملکردي مورد مقایسه قرار گیرند.
توان در این مقاله می موردمطالعهاز موارد استفاده مسئله 

ها، همکاري مسائلی همچون همکاري پهپادها و کامیون
ل ویض باتري در مسائهاي متحرك تعکامیون و تریلر، ایستگاه

هاي متحرك مسیریابی و یا زنجیره تأمین سبز، ایستگاه
پلیس امنیت، گشت آمبولانس،  رسانی، گشتسوخت

برداري از معابر شهري براي کشف تغییرات ایجاد شده و نقشه
  کنترل ترافیک شهري را نام برد. 

هاي گوناگونی براي مسائل مسیریابی با مفروضات تا کنون مدل
با توجه به شرایط  هامدلنوعی معرفی شده است که این مت

مسئله خطی و یا غیرخطی و با متغیرهایی در فضاي گسسته، 
هستند. در مسائل هماهنگی بین  هاآنپیوسته و یا ترکیبی از 

پهپادها و وسایل نقلیه، فرض آزاد بودن وسیله نقلیه زمینی در 
مورد استفاده تواند فرض سودمندي باشد و در عمل گراف می

قرار گیرد. به همین دلیل در این مقاله سعی شده است تا این 
مورد بحث و بررسی قرار گیرد و  ترموشکافانهمسئله به صورت 

هاي براي این مسئله توابع هدف گوناگون، و همچنین مدل
  ریاضی گوناگون در فضاي گسسته و پیوسته معرفی گردد.

 مرور بر ادبیات .2
ي ترکیبی سازمسئله مسیریابی وسیله نقلیه یک مسئله بهینه

ونقل، و زنجیره هاي مطالعاتی حملاي از حوزهو معمولاً شاخه
گیرد. تمرکز مسئله مسیریابی وسیله نقلیه تأمین را در بر می

اي از مسیرها براي ناوگانی از سازي مجموعهبر روي بهینه
اي انی به مجموعهرساي است که قصد خدمتوسایل نقلیه
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مشتریان را دارند. معمولاً هدف از مسئله مسیریابی وسیله نقلیه 
 باشد. ادبیاتکمینه کردن هزینه مسیرهاي پیمایش شده می

بسیار وسیعی در حوزه مسیریابی وجود دارد و محققان بسیار 
هاي گوناگون این حوزه تحقیقاتی انجام زیادي در بخش

ادبیات انجام شده در حوزه مسیریابی آوري تمام اند. جمعداده
ی گردد ابعاد اصلدر این مختصر ممکن نیست، لیکن سعی می

  این پژوهش پوشش داده شود.  مرتبط با مسئله
صورت کلی به دو دسته مسائل توان بهمسائل مسیریابی را می

بندي مسیریابی رأس و مسائل مسیریابی یال یا کمان تقسیم
سئله مسیریابی، هدف اصلی رساندن کرد. در صورتی که در م

اي از رئوس یک خدمت یا ملاقات تمامی رئوس یا زیرمجموعه
شود. یک مسئله مسیریابی رأس نامیده می گراف باشد

توان نام کاربردهاي گوناگونی از این دسته مسائل مسیریابی می
برد. مانند بازرسی از مناطق خاص، تحویل کالا به 

آوري مواد فاسد شده از نامه، جمعها، پخش روزسوپرمارکت
ها و ... . اما بیشترین کاربرد مشاهده شده در ادبیات فروشگاه

د. باشمسیریابی رأس، مربوط به حوزه ارسال و تحویل کالا می
گرد پایه اصلی مسائل مسیریابی رأس را مسئله فروشنده دوره

در این مسئله، یک فروشنده از شهر مبدأ  .دهدتشکیل می
چند شهر را ملاقات  اي شاملع به حرکت و مجموعهشرو
ترین مسیر ممکن را که کند. براي لیستی از شهرها، کوتاهمی

گردد، تعیین گذرد و به شهر مبدأ بازمییک بار در هر شهر می
گرد است که فروشنده دوره نیکند. چالش مسئله امی
ن توامیخواهد مسافت کل طی شده را به حداقل برساند. می

ونقل، توزیع و تحویل کالا، هاي حملمواردي نظیر سرویس
ریزي و لجستیک را به عنوان کاربردهاي مسئله فروشنده برنامه
هایی که براي حل مسئله تعداد جواب گرد نام برد.دوره

تعداد دورهاي هامیلتونی با گرد وجود دارد برابر فروشنده دوره
. مسئله فروشنده ]2[است که در یک گراف کامل وجود دارد

الگوریتم  ،]3[هاي گوناگون مانند شبکه عصبیگرد با روشدوره
سازي ، بهینه]5[، الگوریتم ژنتیک]4[هتبرید شبیه سازي شد

البته بسیاري  .]7[، الگوریتم کلونی مورچگان]6[ازدحام ذرات
هاي فراابتکاري دیگر و نیز ترکیبی از این روش ها حل روش

   شده است. 
مسائل مسیریابی یال مربوط به تعیین مسیرهایی با حداقل 

هایی از یک گراف با در نظرگیري هزینه پیمایش یال

این مسائل در عمل کاربردهاي  باشد.میهایی محدودیت
، جمع آوري زباله، هافراوانی نظیر تعمیرات و نگهداري جاده

ها، تحویل مرسولات پستی، آبیاري درختان کنار خیابان
اشی پگیري متراژ، سممسیریابی اتوبوس مدارس، خواند و اندازه

هاي کردن مسیرها، بازرسی مرزها، بازرسی کابلو ضدعفونی
ها، گشت پلیس، تمیز کردن مسیرها، کنترل ، بازرسی لولهبرق

 پاشی بر رويترافیک، مسیریابی گشت پلیس، ماسه نمک
ها و ... دارد. براي مشاهده روبی جادهزده و برفمسیرهاي یخ

 توان بهجزئیات مربوط به کاربردهاي مسائل مسیریابی می
 ]11[یو و همکاران و ]10[اسد و گلدن، ]9[ایسلت ،]8[مقالات درور
ی یال را مسائل پستچی چین پایه مسائل مسیریابیمراجعه کرد. 

ستچی یک پ در این مسئله .دهدمیو پستچی روستایی تشکیل 
که د آنها برساند. درحالیها را به مقصخواهد تمامی نامهمی

مسافت طی شده کمینه باشد و بعد از پایان کار به نقطه آغاز 
برگردد. در این کار، باید هر خیابان را حداقل یک بار طی کند 
و اگر مجبور شود که از مسیري دو بار عبور کند، باید مسیري 

ه مسئله پستچی چینی ب ترین مسافت را انتخاب کند.با کوتاه
پستچی چینی ، ]12[دارپستچی چینی غیر جهت مسائل،
 ]14[پستچی چینی بادي  ،]13[ پستچی چینی مختلط، دار جهت

  دسته بندي می شود. ]15[مراتبیسلسله پستچی چینیو 
 ]16[بار توسط اورلوفبراي اولینکه  مسئله پستچی روستایی

بودن آن بعداً توسط لنسترا و رینوي  Hard-NPمطرح شد و 
مسئله پستچی  زیادي به شباهتنیز  اثبات گردید ]17[کان

 اي اززیرمجموعهبر باید  دارد، با این تفاوت که پیمایش چینی
انجام پذیرد. این مسئله در یک یال ها و کمان هاي گراف 

، ]18[دارپستچی روستایی غیر جهت کلی به مسائل بنديتقسیم
، ]20[پستچی روستایی مختلط، ]19[دارپستچی روستایی جهت

  دسته بندي می گردد. ]21[پستچی روستایی ظرفیت دار
علاوه بر دسته بندي مسائل مسیریابی وسیله به دو دسته 
مسیریابی رأس و مسیریابی یال، دسته بندي هاي دیگري نیز 

ادبیات یافت می شود. پژوهش گران علاقه مند می توانند در 
 ،]22[به مقالات مروري این گروه مانند الشائر و آواد

 ]24[، و مقدانی و همکاران]23[کنستانتاکوپولوس و همکاران
براي درك بهتر کاربردهاي مدل مطرح  همچنینرجوع نمایند. 

ه مند می توانند بشده براي مسئله گشت آزاد، خوانندگان علاقه
، ]25[مقاله رئیسی و همکارانمسائل همکاري وسایل نقلیه مانند 
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رجوع  ]28[و درکسل ]27[چونگ و همکاران، ]26[وانگ و شیو
  کنند. 

و  هینقل لیوسا یابیریمس حوزهموجود در  اتیادب یبررس با
 متوجه ه،ینقل لیوسا یابیریمس در یحوزه هماهنگ نیهمچن

 ها آن حل و يسازمدل يبرا یگوناگون يهاروش که میشو یم
 کی يمدل ساز روش میدان یم یطرف ازو  است شده برده بکار

 اوهعل. باشد موثر اریبس تواند یم آن حل روش و زمان درمسئله 
مسئله به مسائل  کی شکستن مواقع از ياریبس در آن بر

 يارابتک ق،یدق يها روش از استفاده در تواند یم زینکوچکتر 
ندرز، ب هیتجزمانند  ییکند. روش ها یانیشا کمک يو فراابتکار

 رعتستواند  یم یبیترک يو فراابتکار يابتکار يها تمیالگور
 ای کیتفک مواقع از ياریبس در جهینت دردهد.  شیحل را افزا

 يا برار يشتریب يها نهیبه مسائل کوچکتر، گز مسائل هیتجز
 کی يرو شیحل و احتمالاً بالاتربردن سرعت و دقت آن پ

ه مسئل هیو تجز کیعنوان مثال تفک بهمحقق خواهد گذاشت. 
را به پژوهشگر  امکان نیاتواند  یبه چند مسئله کوچکتر، م

مسئله  و يفراابتکار تمیالگور کیاز مسائل را با  یکیبدهد که 
ا را آن ه جیحل کند و در هر گام نتا گرید تمیرا با الگور گرید

 یهماهنگ مسائل يبرا. دیو تست نما سهیبه صورت همزمان مقا
 بار نیتنخس يبرا آزاد گشت مسئله ه،ینقل وسائل یابیریمس در

 مسئلهکه در حل  دیگرد یمعرف ]1[همکاران و انیمنشاد توسط
از  یبخش يبه منظور مدل ساز و ونیپهپاد و کام يهمکار

در گراف از آن استفاده شده و  ونیگشت آزاد کام یعنیمسئله 
و حل آن به جا گذاشته است.  يرا در مدل ساز یعملکرد خوب

گوناگون مدل  يروش ها ومدل گشت آزاد  قیعم یبررساما 
 اتیو گسسته، تا کنون در ادب وستهیپ يمدلساز یعنیآن  يساز

 مدل ییکارا نیقرار نگرفته است. همچن یمورد بحث و بررس
توابع هدف محتمل تا  به صورت مجزا در مورد گوناگون يها

ده ش یسع يجار پژوهشقرار نگرفته است.  لیکنون مورد تحل
سئله و م ردیقرار گ یمورد بررس یقاتیشکاف تحق نیاست که ا

و  يتر از لحاظ نحوه مدلساز قیصورت عم بهگشت آزاد 
  .گردد لیتحل و سهیمقا گوناگون هدف توابع با نیهمچن
که در این مقاله مورد بررسی قرار گرفته است  ايمسئله

ونقل مورد استفاده قرار گیرد. تواند در برخی از مسائل حملمی
تواند آزادانه در زیرا در آن فرض می شود که وسیله نقلیه می

گراف حرکت کند و در رئوس آن به مقدار دلخواه متوقف شود. 

 ه زمانی،در نتیجه در صورتی که شرایط دیگري مانند پنجر
اجبار در پوشش یال، اجبار در ملاقات رأس به تعداد دفعات 

تواند به عنوان شرایط کمکی در مدل تعریف معلوم و ... می
گردد. از آنجایی که مسائل مسیریابی بسته به شرایط مسئله به 

 می سازيمدلدو صورت مسائل زمان گسسته و زمان پیوسته 
در این مقاله نیز به هر دو شوند، مسئله گشت آزاد بررسی شده 
 و با هم مقایسه سازيمدلصورت زمان گسسته و زمان پیوسته 

می گردد. در قسمت بعد تعریف مسئله به صورت جامع و با 
  جزئیات مورد بحث و بررسی قرار خواهد گرفت.

  سازيمدلتعریف مسئله و  .3
اي که بر طبق مفروضات مطرح شده در این مقاله مورد مسئله

گیرد، در شرایط عملی و مخصوصاً در مسائل رار میبررسی ق
تواند بسیار کاربردي باشد. محدودیتی همکاري وسایل نقلیه می

براي حرکت وسیله نقلیه قائل  TSPو یا  VRPکه یک مسئله 
ک تواند هر مشتري را یاست این است که وسیله نقلیه صرفاً می

له که وسی بار ویزیت کند. ولی در مسئله ما فرض بر آن است
صورت آزادانه در گراف حرکت کند. یعنی یک تواند بهنقلیه می

رأس را چندین بار پیمایش کند و در هر رأس به مقدار دلخواه 
  متوقف شود.

مسائل از لحاظ مفروضات به مسئله این  تریننزدیکیکی از 
است که براي اولین بار  Multi Trip VRPمسئله مقاله، 
در یک پریود  VRPمطرح شد. در مسئله  ]29[فلیشمن توسط
ی شود. ولریزي، فقط یک بار از یک ناوگان استفاده میبرنامه

ي، ریزتواند در یک پریود برنامهیک ناوگان می MT-VRPدر 
چند سفر را داشته باشد. به این ترتیب که ناوگان حرکت خود 

 باز دپووع کرده و پس از پیمایش یک سفر، به شر دپورا از 
تواند سفر جدیدي را آغاز کند. در نظر گیري این و می دگردمی

کند و چالش شرط، مسئله را به دنیاي واقعی نزدیک تر می
هاي جدیدي را براي حل پیش روي محققان می گذارد. با 

ات تحقیق تریننزدیکتوجه به فرضیات مسئله عنوان شده، 
در صورتی که  .است MT-VRPموجود در ادبیات مربوط به 

سازي مسئله همکاري کامیون و پهپاد این مسئله را براي مدل
استفاده نماییم، و فرض بر این باشد که نقش کامیون در مدل 

چند  MT-VRP، مدل رسانی به پهپاد باشدصرفاً سرویس
تعریف   هااین چالشاصلی خواهد داشت. یکی از چالش 
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حداکثر تعداد زیردورهاي ممکن براي کامیون خواهد بود. 
این است که کامیون پس از هر دور (یا زیردور) چالش دیگر 

که مسئله را از  بازگردد دپودهی، باید مجدداً به سرویس
  کند.مفروضات واقعی آن دور می

تواند یک مسئله بدون هدف باشد و براي می FPVRPمسئله 
ر چند ناوگان مورد استفاده قرار گیرد. به عنوان هماهنگی بهت

بر روي  هاکامیون، هماهنگی کامیون و پهپادمثال در مسئله 
کنند و در مواقع لزوم به آزادانه حرکت می ي شهرهاابانیخ

د شودهند. بسته به مدلی که تعریف میپهپادها سرویس می
توان این مسئله را با اهداف خاصی و یا بدون هدف و با می

  کرد.  سازيمدلترکیب مسائل دیگر 
متصل دارجهت ریغگراف  ,  G V E  را با ماتریس

آن نشان دهنده خیابان  هايیالبگیرید که در نظر  ܽمجاورت 
}ها و رئوس آن یعنی  |1 }iV v i n    نماینده نقاط

  ݒتقاطع خیابان ها می باشد. با داشتن یک رأس موهومی 
را به گراف اضافه  ݒگراف  تشکیل می شود. حال رأس شروع 

کرده و گراف   0 10 ,
ˆ ,ˆ ˆ

v vG V V v E E e      را
فقط دو بار و در دهیم. لازم به ذکر است این رأس تشکیل می

د. شوشروع و پایان مأموریت توسط وسایل نقلیه ویزیت می
ها، هاي مسئله، ابتدا مجموعهمحدودیت سازيمدلبراي 

  کنیم:پارامترها، و متغیرها را تعریف می
  هامجموعه

iAdj  رئوس مجاور رأس  مجموعه ݅  
T̂  مجموعه شامل اعداد صحیح مثبت از صفر تا زمان

مجاز براي انجام عملیات پهپاد 2ˆ 1, , ,  T T   
T   مجموعه شامل اعداد صحیح مثبت از صفر تا یک واحد

قبل از زمان مجاز براي انجام عملیات پهپاد 
 0, , 1T T     

T   تا زمان مجاز  1مجموعه شامل اعداد صحیح مثبت از
براي انجام عملیات پهپاد  1, ,T T    

  وسایل نقلیهمجموعه کل  ܨ
   

  پارامترها
f

rRT  رأس  کردنیطزمانi  تاj  توسط ایستگاه متحركf ،

,  ,f r
r f

DisRT r R f F
SPF

     

 ,i jSP ݆و  ݅مسیر بین دو رأس  نیترکوتاه   

 ,i jDis  ݆و  ݅طول یال قرار گرفته بین دو رأس  
fSPF  در واحد زمان ݂میانگین سرعت وسیله نقلیه  

  حداکثر زمان مجاز کل عملیات ܶ
  عدد بزرگ ܯ

  
  متغیرها

ft
r  وسیله نقلیه اگرf  در زمانt  مسیرr  را شروع به پیمایش

  کند یک و در غیر این صورت صفر
ft

i  وسیله نقلیهاگر f  در زمانt  در رأسi  مشغول استراحت
  باشد یک و در غیر این صورت صفر

  مدل زمان گسسته هايمحدودیت. 1,3
 لهیکه هر وس کنندیم انی) ب2) و (1( يهاتیمجموعه محدود

 کیرا ترك کند فقط  یرأس موهوم دیدر زمان شروع با هینقل
بیان  (3)مجموعه محدودیت  کار را انجام دهد. نیا تواندیبار م

که هر وسیله نقلیه باید در زمان پایان عملیات در رأس  کندیم
که تعداد  کندیمبیان  (4)موهومی باشد. مجموعه محدودیت 

ي آن رأس هایخروجي یک رأس باید برابر با تعداد هايورود
که در زمان یک  کندیمبیان  (5)باشد. مجموعه محدودیت 

تواند مشغول توقف باشد و یا حرکت خود را وسیله نقلیه می
بیان  (7)و  (6) هايمحدودیتشروع کرده باشد.مجموعه 

که در صورتی که یک وسیله نقلیه حرکت خود را  کنندمی
شروع کند، زمان رسیدن به مقصد باید توقف داشته باشد و یا 

حرکت بعدي خود را شروع نماید. همچنین مجموعه محدودیت  
که در صورتی که یک وسیله نقلیه، حرکت خود  کندمیبیان 

 را شروع کند، در زمان قبل از رسیدن به رأس بعدي، باید در
 رأس قبلی متوقف باشد و یا حرکت خود را شروع کرده باشد.

که که در صورتی که یک  کندیمبیان  (8)مجموعه محدودیت 
نقلیه حرکت خود را شروع کرده باشد، تا زمان رسیدن  وسیله

در حالت توقف باشد و یا حرکت جدیدي  تواندینمبه رأس بعد، 
که در  کندیمتضمین  (9)را شروع کند. مجموعه محدودیت 

صورتی که یک وسیله نقلیه در یک زمان متوقف باشد، در زمان 
بعد باید یا متوقف باشد و یا حرکت خود را به سمت رأس بعدي 
شروع کند. مقدار مجاز براي متغیرها توسط مجموعه 

  شود.تعیین می (10)محدودیت 
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  , 0,1ft ft
r i    ˆ,  ,  ˆ,r R f F t T i V       (10) 

  پیوستههاي مدل زمان. محدودیت2,3
 به صورت زمان پیوسته مسئله گشت آزاد سازيمدلمنظور به

دهیم. بدین شکل که هر تغییراتی را در گراف اصلی انجام می
رأس با مشخصات موقعیتی همان رأس تکرار  pرأس به اندازه 

ܩکنیم. در نتیجه گراف می = ( ܸ ᇱܩصورت به (ܧ, =
(ܸᇱ,ܧᇱ)  تغییر خواهد کرد که در آن: (بدیهی است که
௩ܲబ = 1(  

ˆ
i

i V

V P


  .  (11) 

1 ,
1

ip
i

i i

i n
V v

p MaxP
        

  
(12) 

, , 1,
1 ,
1

p q

ij

i ii j

j j

i j V a
E e p MaxP

q MaxP

  
 

   
   

  (13) 

ܸکه در آن 
   برابر با تکرارp  است. همچنین در  ݅ام رأس

صورتی که مقدار ماتریس مجاورت برابر یک باشد، مقدار 
ماتریس مجاورت تمامی نقاط تکرار آن دو رأس نیز یک 

 ، یعنی داریم:باشدیم

'1      1   p q
i j

ij v v
a a    

  ,   ,    ,    ˆ
i ji j V p P q P       

(14) 
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موجود و ذکر شده براي این مسئله، توابع هدف را به دو دسته 
  :میکنیم بنديتقسیم

توابع هدف محرك: این دسته توابع هدفی هستند که با  -1
ي موجود، وسایل نقلیه را به گشت هاتیمحدودتوجه به 

 .کنندیمدر گراف تحریک 
: این دسته توابع هدفی را تشکیل هتوابع هدف بازدارند -2

ي موجود، وسایل هاتیمحدودکه با توجه به  دهندیم
نقلیه را به عدم تحرك و توقف بیشتر در رئوس گراف 

 .کنندیمتشویق 
در مسائلی که توابع هدف بازدارنده وجود دارد، معمولاً 

ي دیگري نظیر حداقل تعداد دفعاتی که باید یک هاتیمحدود
نظر  ررأس یا یک یال ملاقات شود، تأمین تقاضاي مشتریان، د

. گرددیممسبب وجود تعادل در مدل  ...گرفتن پنجره زمانی و
به دلیل این که در این مقاله چنین شروطی در نظر گرفته 
نشده است، صرفاً توابع هدف محرك را مورد بررسی قرار 

موارد فوق در برخی از مسائل  سازيمدل. به منظور میدهیم
نیازمند تعریف متغیرهاي موهومی جدید خواهیم بود که در 

 ت. ادامه مورد بررسی قرار خواهد گرف

  حداقل کردن زمان توقف. 1,3,3
براي مسئله گشت آزاد مطرح  توانمییکی از توابع هدفی که 

 (26)و  (25)کرد حداقل کردن زمان توقف است. توابع هدف 
به ترتیب توابع هدف براي حداقل کردن زمان توقف براي 

 ئل گسسته و پیوسته را نشان می دهند.مسا
 

ˆ
1

ˆ

D ft
i

f Ft T i V

Obj Min 
 

  (25) 

s.t.  
(1) - (10)  

  
 1

C f
i

i V f F

Obj Min 
  

  (26) 

s.t.  
(16) - (24)  

  حداکثر پاداش رئوس ملاقات شده. 2,3,3
iپاداش هر بار ملاقات رأس  iWNدر صورتی که  V  ،باشد

براي حداکثر کردن پاداش رئوس ملاقات شده در مدل زمان 
و  (27)ابع هدف گسسته و مدل زمان پیوسته به ترتیب تو

 را خواهیم داشت. (28)

 
ˆ

2
R

D ft
r i

f F rt T

Obj Max WN
 

  (27) 

s.t.  
(1) - (10)  

 
 

 2 ,
,

i j
i j

C f
iv v

f Fv v R

Obj Max WN
 

   (28) 
 

s.t.  
(16) - (24)  

  حداکثر پاداش مسافت طی شده. 3,3,3
rپاداش پیمایش هر واحد مسیر  rWRدر صورتی که  R 

ftباشد و متغیر موهومی 
r  را تعریف کنیم که در صورتی که

شروع کند  tرا در زمان  rپیمایش مسیر  fاگر ناوگان 
تابع  (29)صفر باشد، معادله برابر یک و در غیر اینصورت برابر 
و برابر با مجموعه  دهدمیهدف را در مدل گسسته نشان 
یال ها توسط وسیله نقلیه  پاداش کسب شده براي پوشش

در مسئله زمان پیوسته، مجموع امتیازات کسب شده  است.
  .شودیمتعیین  (30)توسط تابع هدف  هاالبراي پوشش ی
 3      D ft

r r r
r R t T f F

Obj Max Dis WR
  

  (29) 
s.t. 
(1) - (10) 

 3    C f
r r r

r R f F

Obj Max Dis WR
 

  (30) 

s.t.  
(16) - (24)  

  فرد ملاقات شدهرئوس منحصربهحداکثر پاداش . 4,3,3
را تعریف می کنیم که در صورتی برابر با  iمتغیر باینري 

ملاقات شده باشد (در مسئله  i یک خواهد بود که رأس
پیوسته حداقل یکی از تکرارهاي این رأس ملاقات شده باشد) 

ي هاتیمحدودمجموعه  و در غیر این صورت صفر خواهد بود.
که در صورتی که یک رأس  کنندمیمشخص  )33) و (32(

توسط هریک از وسایل نقلیه در هر زمانی ملاقات شود، آن 
توسط  iرأس ملاقات شده است. حدود مجاز براي متغیر 

   تعیین می گردد. )34(محدودیت 
 4  D

i i
i v

Obj Max WN


  (31) 
s.t.  
(1) - (10)  
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   (32) 

  0,1 ,r r R   

ˆ
,ft

i i
f F t T

i V 
 

   (33) 

  0,1i  (34) 
در  هینقل لیوسا یتوقف تمام يهازمان) مجموع 35تابع (

 . مجموعه کندمی نهیشیرئوس را محاسبه و ب یتمام
 یکه در صورت کنندمی) مشخص 37) و (36( هايمحدودیت

بار ملاقات شود،  کیرأس  کی ياز تکرارها کیکه حداقل هر 
  آن رأس ملاقات شده است. 

 .4  C
i i

i v

Obj Max WN


 . (35) 

s.t.  
(16) - (24)  

 1

,j
i

i

f
iv

f F j MaxP

M i V 
   

    (36) 

 1

,j
i

i

f
i v

f F j MaxP

i V 
   

     (37) 

(34)  

  فرد طی شدهحداکثر پاداش یال منحصربه. 5,3,3
را تعریف می کنیم که در صورتی که اگر  rمتغیر موهومی 

پیمایش شود برابر یک و در غیر اینصورت برابر صفر  rمسیر 
 دهدمیتابع هدف را در مدل گسسته نشان  (38)باشد. معادله 

و برابر با مجموعه پاداش کسب شده براي پوشش یال ها 
و  (39) هايمحدودیتمجموعه  توسط وسیله نقلیه است.

مسیرهاي پیمایش شده براي وسیله نقلیه را مشخص  (40)
  .کنندمی

 5      D
r r r

r R

Obj Max Dis WR


  (38) 

s.t.  
(1) - (10)  

ˆ
,ft

r r
f F t T

M r R 
 

   . (39) 

 
ˆ

,ft
r r

f F t T

r R 
 

   (40) 

  (41) 

در مسئله زمان پیوسته، مجموع امتیازات کسب شده براي 
تعیین می شود.  (42)هدف پوشش یال ها توسط تابع 

که در صورتی که  کنندمیبیان  (44)و  (43) هايمحدودیت
یک وسیله نقلیه هر یک از تکرارهاي یک رأس به هر یک از 
تکرارهاي یک رأس دیگر طی کرده باشد، مسیر اصلی بین آن 
دو رأس اصلی را ملاقات کرده است. حدود مجاز براي متغیر 

r  ن می گردد.تعیی )45(توسط 
 5    C

r r r
r R

Obj Max Dis WR


  (42) 

s.t.  
(16) - (24)  

 
 ,

1 1

,pp ji
i j

i i j j

f
rv v

f F p MaxP p MaxP

M 
    

  
 

  ,i j R   

(43) 

 
1 1

,
i i j j

f
r r

f F p MaxP p MaxP

 
    

   

  ,i j R   

(44) 

  0,1 ,r r R     (45) 

 حل مسئله  .4
هاي زمان ي مربوط به مدلهاتیمحدوددر بخش قبل در ابتدا 

گسسته و زمان پیوسته مطرح شد و پس از آن چهار نوع تابع 
هدف براي هر مسئله معرفی گردید. در این بخش به مقایسه 
این دو مدل در مسائل مختلف و با مفروضات متفاوت خواهیم 

، واحدهاپرداخت. براي این که این مقایسه منصفانه باشد، 
در مسائل گوناگون به صورت مشابه در پارامترها و شرایط را 
  نظر خواهیم گرفت. 

گراف همبند به صورت  دهي تصادفی، هامثالبراي ساخت 
ا متر ب هزاربه طول ضلع  شکلمربعتصادفی در یک ناحیه 

رأس (با افزایش یک رأس در هر  چهاردهتا  پنجتعداد رئوس 
ن ) را به عنوا0،0مرحله) ساخته شد. سپس رأس با مختصات (

و یال  میکنیمرأس موهومی به گراف اضافه 
0 1

( , )v ve e  را به

اضافه می کنیم و گراف  Gگراف 
´

G .را تشکیل می دهیم 
همچنین براي اینکه مقادیر پارامتر ها در دو مسئله زمان 

. همچنین تعداد یک گسسته و زمان پیوسته مشابه باشند
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متر  هشتوسیله نقلیه نامتناجس براي هر مسئله و با سرعت 
  بر ثانیه در نظر گرفته شده است. 

 

 

ee E
f

f F

Dis
T

SPF
n F





 


 
 (46) 

به  WRو  WNهمچنین پارامترهاي مربوط به پاداش یعنی 
مسئله در دو شد.  تنظیم [1,10]بازه صورت تصادفی در 

حالت زمان گسسته و زمان پیوسته و پنج تابع هدف به صورت 
 IBMدر نرم افزار  CPLEXدقیق با استفاده از موتور

ILOG Cplex optimization studio 12.1 
) HPCو با کمک کامپیوتر هاي پردازش سریع ( سازيمدل

یف با تنظیمات دانشگاه صنعتی شر
nodes=1:ppn=16:mem=16GB  حل گردید. براي 

حد زمان حل در نظر گرفته شد.  ثانیه 3600هر مسئله میزان 
  مشخص شده است. 2جدول نتایج در 

 یتصادف ينمونه ها قیحل دق جینتا. 1 جدول   
 زمان گسسته     زمان پیوسته  
 %GAP زمان (ثانیه) محدودیتتعداد  تعداد متغیر %GAP زمان (ثانیه) تعداد محدودیت تعداد متغیر  

نه 
مو

ن
1 

 %0 34.36 11448 6540 %0 14.24 67 663 1هدف 
 %0 371.32 11448 6540 %0 52.43 67 662 2هدف 
 %0 540.50 11448 6540 %0 44.99 67 662 3هدف 
 %0 35.18 11460 6546 %0 1.60 77 667 4هدف 
 %0 776.68 11476 6554 %0 111.58 95 676 5هدف 

نه 
مو

ن
2 

 %0 255.52 22419 12609 %0 46.70 115 2259 1هدف 
 - 3716.85 22419 12609 %164 3600.47 115 2258 2هدف 
 - 3617.76 22419 12609 %295.48 3600.83 115 2258 3هدف 
 %0 85.60 22433 12616 %0 0.46 127 2264 4هدف 
102.09 3644.23 22459 12629 %114.43 3601.41 155 2278 5هدف 

نه 
مو

ن
3 

 %0 38.08 27648 15520 %0 48.98 163 3969 1هدف 
 - 3617.23 27648 15520 %213.73 3600.62 163 3968 2هدف 
 - 3612.01 27648 15520 %225.46 3601.61 163 3968 3هدف 
 %0 105.02 27664 15528 %0 0.45 177 3975 4هدف 
134.47 3617.44 27696 15544 %71.55 3601.16 211 3992 5هدف 

نه 
مو

ن
4 

 %0 109.08 30321 17115 %0 3.49 184 4098 1هدف 
 - 3615.59 30321 17115 %294.79 3600.74 184 4097 2هدف 
 - 3611.66 30321 17115 %283.29 3600.44 184 4097 3هدف 
 %0 93.88 30339 17124 %0 0.53 200 4105 4هدف 
118.29 3607.88 30373 17141 %84.88 3600.48 236 4123 5هدف 

نه 
مو

ن
5 

 %0 203.76 44165 24880 %0 1.56 298 9924 1هدف 
 - 3673.42 44165 24880 %334.01 3600.51 298 9923 2هدف 
 - 3672.53 44165 24880 %405.40 3603.88 298 9923 3هدف 
 %16.95 3624.25 44185 24890 %0.00 1.08 316 9932 4هدف 
229.74 3629.65 44225 24910 %105.86 3600.65 358 9953 5هدف 

نه 
مو

ن
6 

 %0 617.26 53343 29845 %0 28.08 331 12525 1هدف 
 - 3685.13 53343 29845 %364.67 3605.89 331 12524 2هدف 
 - 3673.34 53343 29845 %521.69 3600.96 331 12524 3هدف 
  3616.85 53365 29856 %0 2.08 351 12534 4هدف 
223.77 3628.24 53415 29881 %109.87 3602.03 403 12560 5هدف 

نه 
مو

ن
7 

   482.38 54204 30450 %0 18.31 403 15927 1هدف 
 - 3632.67 54204 30450 %455.88 3600.96 403 15926 2هدف 
 - 3633.04 54204 30450 %485.68 3600.46 403 15926 3هدف 
 %0 1526.66 54228 30462 %0 1.19 425 15937 4هدف 
184.54 3643.31 54280 30488 %117.32 3600.86 479 15964 5هدف 
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نه 
مو

ن
8 

   482.38 54204 30450 %0 18.31 403 15927 1هدف 
 - 3647.24 74463 41610 %458.05 3600.90 535 27176 2هدف 
 - 3763.38 74463 41610 %500.65 3600.94 535 27176 3هدف 
192.59 3754.43 74489 41623 %0 8.24 559 27188 4هدف 
 - 3667.80 74551 41654 %105.16 3601.21 623 27220 5هدف 

نه 
مو

ن
9 

 %0 654.40 73339 41296 %0 93.82 643 34665 1هدف 
 - 3649.47 73339 41296 %561.07 3601.89 643 34664 2هدف 
 - 3699.68 73339 41296 %683.70 3604.45 643 34664 3هدف 
 %2.94 3625.86 73367 41310 %0 2.56 669 34677 4هدف 
258.34 3672.57 73427 41340 %131.54 3601.97 731 34708 5هدف 

نه 
مو

ن
10 

 %0 1291.05 79231 44395 %0 40.71 646 34776 1هدف 
 - 3697.17 79231 44395 %613.24 3601.67 646 34775 2هدف 
 - 3664.13 79231 44395 %471.27 3601.03 646 34775 3هدف 
135.71 3653.55 79261 44410 %0 8.62 674 34789 4هدف 
 %168.39 3639.09 79331 44445 %106.61 3601.08 746 34825 5هدف 

  
پنج تابع هدف تعریف شده همچنین نمونه هاي  2جدول در 

حل شده از نظر زمان حل، تعداد دفعات دستیابی به  10تا  1
در  هامحدودیتجواب بهینه، تعداد متغیرها و همچنین تعداد 

زمان پیوسته مورد مقایسه قرار  دو حالت زمان گسسته و
گرفتند. علاوه بر آن، جهت درك بهتر تفاوت دو مدل زمان 

به منظور مقایسه  3تا  1هاي شکلپیوسته و زمان گسسته 
تابع هدف یک در ده نمونه تصادفی تولید شده ارائه گردیده 
است. توابع هدف دیگر وضعیت تقریباً مشابهی با تابع هدف 
یک داشته و به دلیل جلوگیري از تراکم شکل ها، صرفاً 

  نمودارهاي مربوط به تابع هدف یک ترسیم گردیده است.
 یتصادف يبا توجه به توابع هدف و نمونه ها وستهیمسئله زمان گسسته و زمان پ سهیمقا. 2جدول  

  زمان گسسته  زمان پیوسته  

جواب   زمان حل  
  بهینه

تعداد 
  متغیرها

تعداد 
جواب   زمان حل  هامحدودیت

  بهینه
تعداد 
  متغیرها

تعداد 
  هامحدودیت

  45032  25310  %100  463,02  325  13473  %100  31,34  1تابع هدف 
  47058  26426  %10  3330,61  339  14597  %10  3246,61  2تابع هدف 
  47058  26426  %10  3348,80  339  14597  %10  3245,96  3تابع هدف 
  47079  26437  %50  2012,13  358  14607  %100  2,68  4تابع هدف 
  47123  26459  %10  3352,62  404  14630  %10  3252,24  5تابع هدف 

  11456  6544  %100  351,61  75  666  %100  224,84  1نمونه 
  22430  12614  %40  2263,99  125  2260  %40  2169,97  2نمونه 
  27661  15526  %40  2197,96  175  3974  %40  2170,56  3نمونه 
  30335  17122  %40  2207,62  198  4104  %40  2161,14  4نمونه 
  44181  24888  %20  2960,72  314  9931  %40  2161,53  5نمونه 
  53362  29854  %20  3044,16  349  12533  %40  2167,81  6نمونه 
  54224  30460  %40  2583,61  423  15936  %40  2164,36  7نمونه 
  70434  39389  %20  3155,42  531  24937  %40  2165,76  8نمونه 
  73362  41308  %20  3060,39  666  34676  %40  2180,94  9نمونه 
  79257  44408  %20  3188,99  672  34788  %40  2170,62  10نمونه 
  ثانیه 453,61متوسط زمان حل (جواب بهینه):   ثانیه 23,88متوسط زمان حل (جواب بهینه):   
  ثانیه 2501,45متوسط زمان حل کل:   ثانیه 1955,77متوسط زمان حل کل:   
  18تعداد جواب بهینه:   23تعداد جواب بهینه:   
  %36بهینه: درصد جواب   %46درصد جواب بهینه:   
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 1در تابع هدف  رهایتعداد متغ. 1شکل 

  
  1در تابع هدف  هامحدودیتتعداد . 2شکل 

  
  1زمان حل در تابع هدف . 3شکل 

وابسته به زمان پایان مسئله  هامحدودیتاز آنجایی که تعداد 
مسیریابی خواهد بود، با افزایش زمان مجاز براي گشت، تعداد 

در مدل زمان گسسته به صورت  متغیرهاو تعداد  هامحدودیت
که با افزایش  رودیم. معمولاً انتظار ابدییمنمایی افزایش 

و تعداد متغیرها، پیچیدگی مدل بیشتر  هامحدودیتتعداد 
شده و زمان حل افزایش یابد. در بین پارامترهاي تعداد 
محدودیت و تعداد متغیر، معمولاً واکنش زمان حل مدل به 

بیشتر است. این مسئله یکی از دلایل اصلی  هامحدودیتتعداد 
مدل زمان پیوسته نسبت به مدل زمان گسسته بهتر عملکرد 

ر مدل زمان پیوسته، با وجود این که هر رأس به . دباشدیم
 ايهیالتعداد دفعاتی تکرار شد و متناسب با تکرار رئوس، 

گراف نیز افزایش یافت، ولی به دلیل ماهیت مستقل ساخت 
متغیر و محدودیت جدید از زمان پایان گشت، تعداد متغیر و 

  محدودیت کمتري نسبت به حالت زمان گسسته تولید شد.

  و پیشنهاد مطالعات آتی يریگجهینت .5
در این مقاله، مسئله مسیریابی وسیله نقلیه گشت آزاد مورد 
بحث و بررسی قرار گرفت. در مسئله مسیریابی گشت آزاد، 

تواند به صورت آزادانه در گراف حرکت کند، وسیله نقلیه می
چندین بار یک رأس را طی کند و یا یک یال را پیمایش کند. 

راف توقف کند. تواند به مقدار دلخواه در رئوس گهمچنین می
بسیاري از  سازيمدلتواند در این مسئله می سازيمدل

مسائل مسیریابی دیگر کمک نماید. به عنوان مثال، مسیریابی 
گشت امنیت شهري، و مسیریابی همکاري و هماهنگی چند 

 اي از این دسته مسائل معرفینمونه توانمینوع وسیله نقلیه را 
مروري بر ادبیات موجود،  نمود. پس از تعریف کلی مسئله و

در بخش سه، این مسئله به دو صورت زمان گسسته و زمان 
مدل زمان  در هک آن بهتوجه  با. گردید سازيمدلپیوسته 

 گسسته تعداد محدودیت ها و متغیرها به زمان اجراي عملیات
زمان پیوسته نیاز به تغییراتی در  وابستگی دارد و همچنین

این تغییرات به افزایش تعداد و  داردگراف اصلی وجود 
، توابع هدف انجامدمی محدودیت ها و متغیرهاي مدل 

این دو مدل از لحاظ زمان حل تعریف گوناگونی براي مقایسه 
و پس از آن، پنج تابع هدف گوناگون براي مسئله  گردید

معرفی شد. در بخش چهار، تعداد ده نمونه تصادفی تولید و 
براي هر پنج تابع هدف در دو مسئله زمان پیوسته و زمان 

ه که مدل زمان پیوست دهدمیگسسته حل گردید. نتایج نشان 
  کند. از مدل زمان گسسته عملکرد بهتري از خود ارائه می

در این مقاله مسئله گشت آزاد براي ناوگان هاي زمینی در 
اما در حوزه هایی مورد بررسی قرار گرفت. یک گشت شهري 
مانند گشت پهپاد بر فراز شهر، مدل هاي  مانند گشت هوایی

ارائه شده باید طراحی مجدد گردند. همچنین مسئله گشت 
که  آزاد در مناطق برون شهري و جاده ها، با توجه به این
 توقففاصله رئوس در گراف مرتبط با آن معمولاً زیاد است، 

آزاد در اواسط یال می تواند یکی از شروط اصلی آن مسئله 
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ه این مقال در باشد. هر چند که در مسئله گشت آزاد شهري که
مورد بررسی قرار گرفت، شرط توقف در اواسط یال مورد 

ی ژوهش آتی مبررسی قرار گرفته نشده است و به عنوان یک پ
مدل سازي و حل گردد. مسئله دیگر که باید مورد تواند 

توسعه داده  پژوهش قرار گیرد، بررسی مدل هاي گوناگون
قل حمل و نمسیریابی وسایل نقلیه،  حوزهدر در گذشته شده 

ن در آکه همکاري دو یا چند ناوگان گوناگون و زنجیره تأمین 
بررسی شده است و یا مسیریابی یک نوع وسیله نقلیه ولی با 
امکان اضافه شدن فرض گشت آزاد (مانند گشت خودروي 

و حل مجدد مدل هاي بررسی شده با این فرض و مدل پلیس) 
یکی دیگر از کاربردهاي هاي ارائه شده در این مقاله است. 

در  پژوهش جاري، در مورد ارائه روش هاي حل ابتکاري
مرحله اول  می توان در مسائل دیگر باشد. به عنوان مثال

ا که یکی از آن ه کردمسئله اصلی به دو زیرمسئله تقسیم 
براي یک جواب شدنی مسئله گشت آزاد است و پس از آن 

یک جواب شدنی براي زیرمسئله گشت آزاد زیرمسئله دیگر، 
اهد نیز باشد و در غیر این صورت آن جواب، قابل قبول نخو

در مجموع . و یا جریمه اي براي قبول آن در نظر گرفت بود
شاید به تنهایی مسئله گشت آزاد مطرح شده در این مقاله، 

ر دنیاي د نسبت به بسیاري از مسائل مسیریابی کمتريکاربرد 
اما در صورتی که به عنوان یک مسئله واقعی داشته باشد، 

اي از یک مسئله اصلی در نظر گرفته کمکی و یا زیرمسئله 
  حوزه خواهد داشت.این شود، کاربردهاي بسیار زیادي در 
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